
Calcolo delle variazioni A www.velichkov.it

Successioni di blow-up e limiti di blow-up

1. Riscalamenti 1-omogenei

Siano Ω un aperto in Rd e u un minimo locale di F in Ω. In particolare, u ≥ 0 in Ω e u ∈ H1
loc(Ω). Per ogni

x0 ∈ Ω tale che u(x0) = 0 scegliamo un raggio ρ tale che Bρ(x0) ⊂ Ω. Definiamo

ur,x0
(x) :=

u(x0 + rx)

r
.

Allora, per ogni R > 0, la famiglia ur,x0
è uniformemente Lipchitziana su BR. Inoltre, le funzioni ur,x0

sono
minimi locali di F in BR.

Definizione 1. Diciamo che una funzione u0 : Rd → R è un blow-up di u in x0, se esiste una successione
rn → 0 tale che urn,x0 converge a u0 uniformemente su ogni BR.

Osservazione 2. Ogni blow-up u0 è una funzione non-negativa, Lipschitz continua su Rd e armonica su
{u0 > 0}.

Osservazione 3. Se una successione di blow-up urn,x0
converge a u0, allora, per ogni R > 0, urn converge a

u0 debole-H1(BR). Inoltre,∫
BR

|∇u0|2 dx ≤ lim inf
n→∞

∫
BR

|∇urn,x0
|2 dx e

∣∣{u0 > 0} ∩BR
∣∣ ≤ lim inf

n→∞

∣∣{urn,x0
> 0} ∩BR

∣∣.
2. Convergenza forte delle successioni di blow-up

Proposizione 4. Siano Ω un aperto in Rd e u un minimo locale di F in Ω. Sia x0 ∈ Ω un punto tale che
u(x0) = 0. Sia

un(x) := urn,x0(x) =
u(x0 + rnx)

r
una successione di blow-up che converge a u∞ : Rd → R uniformemente in ogni palla BR. Allora, per ogni
R > 0, un converge forte-H1(BR) alla funzione u∞ e 1Ωn

converge a 1Ω∞ in L1(BR), dove

Ωn := {un > 0} e Ω∞ := {u∞ > 0}.

Proof. Per ogni ε > 0 consideriamo una funzione ϕ ∈ C∞c (BR) tale che

ϕ = 1 su BR−ε , 0 ≤ ϕ ≤ 1 su BR .

L’ottimalità di un implica che∫
BR

|∇un|2 dx+ |{un > 0} ∩BR| ≤
∫
BR

∣∣∇((1− ϕ)un + ϕu∞
)∣∣2 dx+

∣∣{(1− ϕ)un + ϕu∞ > 0
}
∩BR

∣∣
≤
∫
BR

∣∣∇(un + ϕ(u∞ − un)
)∣∣2 dx+ |{u∞ > 0} ∩BR−ε|+ |BR \BR−ε|.

Ora, osserviamo che∫
BR

∣∣∇(un + ϕ(u∞ − un)
)∣∣2 dx =

∫
BR

|∇un|2 dx+ 2

∫
BR

∇un · ∇
(
ϕ(u∞ − un)

)
dx+

∫
BR

∣∣∇(ϕ(u∞ − un)
)∣∣2 dx .

Di conseguenza,∫
BR

(
2ϕ− ϕ2

)
|∇(un − u∞)|2 dx+ |{un > 0} ∩BR| ≤ |{u∞ > 0} ∩BR−ε|+ |BR \BR−ε|.

Passando al limite per n→∞ otteniamo che

lim
n→∞

∫
BR

(
2ϕ− ϕ2

)
|∇(un − u∞)|2 dx = 0.

In particolare, un converge a u∞ forte-H1(BR−ε). Inoltre,

lim sup
n→∞

|{un > 0} ∩BR| ≤ |{u∞ > 0} ∩BR−ε|+ |BR \BR−ε|.
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Passando al limite per ε→ 0, otteniamo

lim sup
n→∞

|{un > 0} ∩BR| ≤ |{u∞ > 0} ∩BR|

e quindi

(1) lim
n→∞

|{un > 0} ∩BR| = |{u∞ > 0} ∩BR|.

A meno di estrarre una sottosuccessione, sappiamo che 1{un>0} converge debolmente in L2(BR) a una funzione

g ∈ L2(BR). In particolare,

lim
n→∞

∫
BR

1{un>0} dx =

∫
BR

g(x) dx.

Quindi, usando la disuguaglianza

lim inf
n→∞

1{un>0} ≥ 1{u∞>0} ,

otteniamo che per ogni insieme misurabile A ⊂ BR∫
A

g(x) dx = lim
n→∞

|{un > 0} ∩A| ≥ |{u∞ > 0} ∩A| =
∫
A

1{u∞>0}(x) dx.

In particolare, per ogni Br(x0) ⊂ BR abbiamo∫
Br(x0)

g(x) dx ≥
∫
Br(x0)

1{u∞>0}(x) dx.

Se x0 è un punto di Lebesgue sia per g che per 1{u∞>0}, passando al limite per r → 0 otteniamo

g(x0) ≥ 1{u∞>0}(x0).

D’altra parte, (1) implica che∫
BR

g(x) dx = lim
n→∞

∫
BR

1{un>0} dx =

∫
BR

1{u∞>0} dx

e quindi

g ≡ 1{u∞>0} q.o. in BR.

Abbiamo quindi che la successione 1{un>0} converge a 1{u∞>0} debole-L2(BR). Ora, usando di nuovo (1)
abbiamo che

lim
n→∞

‖1{un>0}‖L2(BR) = ‖1{u∞>0}‖L2(BR).

La convergenza è quindi forte in L2(BR). �

3. Ottimalità dei blow-up

Proposizione 5. Siano Ω un aperto in Rd e u un minimo locale di F in Ω. Siano x0 ∈ Ω un punto tale che
u(x0) = 0 e u0 un blow-up di u in x0. Allora, u0 è un minimo locale di F in Rd.

Proof. Sia

un := urn,x0

una successione di blow-up che convegre a u0 uniformemente in BR e forte in H1(BR), per ogni R > 0. Sia ora
R > 0 un numero fissato e v ∈ H1

loc(Rd) tale che u− v ∈ H1
0 (BR). Sia ϕ una funzione tale che

ϕ = 1 in BR , ϕ = 0 in Rd \BR+ε.

Usando l’ottimalità di un, abbiamo che∫
BR+ε

|∇un|2 dx+ |{un > 0} ∩BR+ε| ≤
∫
BR+ε

|∇((1− ϕ)un + ϕv)|2 dx+ |{(1− ϕ)un + ϕv > 0} ∩BR+ε|

≤
∫
BR+ε

|∇((1− ϕ)un + ϕv)|2 dx+ |{v > 0} ∩BR|+ |BR+ε \BR|.
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Passando al limite per n→∞, otteniamo∫
BR+ε

|∇u∞|2 dx+ |{u∞ > 0} ∩BR+ε| ≤
∫
BR+ε

|∇((1− ϕ)u∞ + ϕv)|2 dx+ |{v > 0} ∩BR|+ |BR+ε \BR|

=

∫
BR+ε

|∇v|2 dx+ |{v > 0} ∩BR|+ |BR+ε \BR|.

Passando al limite per ε→ 0, otteniamo∫
BR

|∇u∞|2 dx+ |{u∞ > 0} ∩BR| ≤
∫
BR

|∇v|2 dx+ |{v > 0} ∩BR|. �
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