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SUCCESSIONI DI BLOW-UP E LIMITI DI BLOW-UP

1. RISCALAMENTI 1-OMOGENEI

Siano  un aperto in R? e u un minimo locale di F in Q. In particolare, u > 0 in Q e u € H} (). Per ogni
zo € (2 tale che u(zo) = 0 scegliamo un raggio p tale che B,(zo) C Q. Definiamo
Uy () 1= M.
r
Allora, per ogni R > 0, la famiglia u, 5, € uniformemente Lipchitziana su Br. Inoltre, le funzioni w, ., sono
minimi locali di F in Bpg.

Definizione 1. Diciamo che una funzione ug : R* — R & un blow-up di u in o, se esiste una successione
rn, — 0 tale che u,, 5, converge a ug uniformemente su ogni Bp.

Osservazione 2. Ogni blow-up ug ¢ una funzione non-negativa, Lipschitz continua su R? e armonica su
{Uo > 0}

Osservazione 3. Se una successione di blow-up u,, 5, converge a ug, allora, per ogni R > 0, u, converge a
ug debole-H'(BRr). Inoltre,

/ |Vuo|? da Sliminf/ IV, o) do e |{uo > 0} N Bg| < liminf [{u,, 4, > 0} N Bg|.

2. CONVERGENZA FORTE DELLE SUCCESSIONI DI BLOW-UP

Proposizione 4. Siano Q un aperto in R? e u un minimo locale di F in Q. Sia xo € Q un punto tale che
u(zo) = 0. Sia
u(xo + rpx)

r
una successione di blow-up che converge a us : R — R uniformemente in ogni palla Br. Allora, per ogni
R >0, u, converge forte-H'(Bpg) alla funzione us e lg, converge a lq_ in L'(Bg), dove

Q,, = {u, > 0} e Qoo = {uoe > 0}.

Un (X) 1= Uy, 5 () =

Proof. Per ogni € > 0 consideriamo una funzione ¢ € C°(Bp) tale che
p=1 su Bpr_., 0<¢<1 su Bp.

L’ottimalita di u,, implica che

/ |V, |? de 4 [{u, > 0} N Bg| < / IV((1=@)u, +<puoo)|2dx + {1 = @)uy + pus >0} N Bg|
Br B

R
2
< / |V (un + @(toe — un))|” dz + [{tuss >0} N Br_c| + |Br \ Br—cl.
Br
Ora, osserviamo che
2
/ |V (un + (e — un))| da = / |Vu,|? de + 2
Br Br

Di conseguenza,

Vuy, V(cp(uoc _un)) d$+/ ’v(w(u"o _u”))’de

Br Br

/ (200 — )|V (un — too)|? dz + [{u, > 0} N Bg| < |{tie > 0} N Br_c| + |Br \ Br—c|.
Br
Passando al limite per n — oo otteniamo che

lim (2¢ — ¢*)|V(up — uoo) > dz = 0.

n—oo BR
In particolare, u,, converge a s, forte-H'(Br_.). Inoltre,

limsup {u, > 0} N Br| < {uc > 0} N Br—c| + |Br \ Br—|-

n—oo

1



Passando al limite per € — 0, otteniamo
limsup [{u, > 0} N Br| < [{us > 0} N Bg|
n—oo
e quindi
(1) ILIII [{un >0} N Br| = {uce >0} N Bg|.

A meno di estrarre una sottosuccessione, sappiamo che 1y, oy converge debolmente in L?(Bgr) a una funzione
g € L?(Bg). In particolare,

n—oo

lim L1y, >0} da:z/ g(x)de.
Br Br

Quindi, usando la disuguaglianza
lim inf l{un>0} > l{um>0} s

n—oo

otteniamo che per ogni insieme misurabile A C Bg

/g(x) dr = lim [{u, > 0} NA] > [{use > 0} 1 A :/ 1pu 20} (@) dr.
A n—r00 A

In particolare, per ogni B,.(z¢) C Br abbiamo

/ g(z)dx > / Ty, so0y() da.
Br(zo) BT(CL‘())

Se o ¢ un punto di Lebesgue sia per g che per 1y, o}, passando al limite per 7 — 0 otteniamo

9(x0) > 1y >0y (o).
D’altra parte, (1) implica che

/ g(z)dr = lim Liu,>o0y dv :/ Liy.. >0y dz
BR BR BR

n—oo
e quindi
g = ]]'{uoo>0} q.0. in BR.

Abbiamo quindi che la successione 1g,, o} converge a 1y, oy debole-L?(Bg). Ora, usando di nuovo (1)
abbiamo che

'n,h~>ngo ||]]‘{Un>0}||L2(BR) = ||]]‘{UOC>0}||L2(BR)'

La convergenza ¢ quindi forte in L?(Bg). O

3. OTTIMALITA DEI BLOW-UP

Proposizione 5. Siano Q un aperto in R? e u un minimo locale di F in Q. Siano xy € Q un punto tale che
u(xg) =0 e ug un blow-up di u in xo. Allora, ug & un minimo locale di F in RY.

Proof. Sia

Up = Ur, ,zq

una successione di blow-up che convegre a ug uniformemente in By e forte in H'(Bg), per ogni R > 0. Sia ora
R > 0 un numero fissato e v € H. (R?) tale che u — v € H}(Bpg). Sia ¢ una funzione tale che

=1 in Br, =0 in Rd\BR+€.

Usando l'ottimalita di u,,, abbiamo che

[ IVuaPdot fun > 0} Barel < [ V(= @un -+ g0) do (0= 9 + g0 > 0} B
BRrie

Br+e

< [ IV G+ p0)P dot o > 0} 0 Bl + [Bre\ Bl
BR+5



Passando al limite per n — oo, otteniamo

| Vet > 0) 1 Bracl < [ 1900 = @une + 90) do -+ {0 > 0} 0 Bl + B \ Bl
Brye

Brie
- / (Vo2 ds + [{v > 0} N Br| + | Bre- \ Bal.
BR+£
Passando al limite per € — 0, otteniamo

/ |Vuoo|2dx+|{uoo>0}ﬁBR|§/ |Vo|? dz + [{v > 0} N Bg|.
Br Br
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